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»In matematicd nu exista compromis
Intre adevar si eroare”.
Viéte.

Introducere

In practica predarii matematicii se obisnuieste ca dupa
fiecare lectie predatd, profesorul sa stabileasca pentru elevi
anumite sarcini de lucru individuale 1in concordantd cu
continutul predat, cu anumite obiective didactice urmarite si cu
nivelul mediu al clasei. Exista argumente puternice care sustin
necesitatea utilizarii temelor individuale date elevilor spre
rezolvare acasa.
Propunem o metoda originala de organizare a unui
sistem de teme personalizate la matematici pentru acasi. in
principiu, sistemul propus contine cite o tema pentru fiecare
lectie. Chiar numerotarea temei va fi formatd din numarul
saptadmanii urmat de numarul orei din sdptdmand. Denumirea
temei este urmata de referirea la continutul lectiei astfel incét
elevul si stie si sursa din care urmeazd a se documenta.
Continutul temei va fi alcatuit din una, doud sau cel mult trei
probleme care sa aiba un anumit tip de formulare:
-Datele problemei contin spatii ldsate libere pentru a fi
completate de catre elev cu numere dintr-un anumit
domeniu precizat.
-Intrebérile sunt organizate in unititi care urmiresc, in
principiu, firul logic al lectiei.
-Dificultatea intrebarilor creste gradual.
-Intrebarile urmaresc observarea anumitor proprietti,
compararea unor rezultate, sugerarea unor generalizari,
gasirea unor cai mai simple de rezolvare.

- Modul de adresare este la persoana intdia pentru a sublinia
caracterul personalizat, individual al activitdtii de invatare.



Temele vor fi distribuite elevilor pentru un capitol
intreg inainte de inceperea lectiilor acelui capitol sau chiar la
inceputul anului scolar pentru toate lectiile. In acest mod se
asigurd pe de o parte confortul elevului, care va sti ce are de
facut o buna perioada de timp si va fi pus In situatia de a-si
organiza corespunzator timpul de lucru, iar pe de altd parte
profesorul va avea grija sa-si organizeze lectiile in concordanta
cu ritmul temelor propuse, deci sa respecte planificarea.
Temele sunt usor de verificat si evaluat numeric si chiar
calitativ. Nu se exclude colaborarea intre elevi.

Setul de teme este nsotit de un set de rezolvari pentru
a fi un ajutor pentru toti elevii, dar mai ales pentru cei care
intampina dificultati, insa se admit si alte metode de rezolvare.

Faptul ca fiecare elev isi alege valorile initiale de lucru
sugereazd un anumit grad de generalitate pentru tipul de
probleme propus. Elevii buni vor avea tendinta si libertatea sa
rezolve problemele (sau unele dintre acestea) in cazul general,
atribuind valorile in final.

Trebuie sd precizdm ca setul de teme va reprezenta
obligatia minimd a fiecdrui elev, urmand ca, in functie de
situatie, profesorul sa propund si alte probleme, pentru toti
elevii sau numai pentru unii. Profesorul are posibilitatea sa
acopere principalele tipuri de probleme s§i exercitii care
corespund lectiei si are libertatea de a completa sau diminua
temele de la anumite lectii facand precizdri suplimentare la
timpul potrivit.

Setul de teme propus este organizat in concordanta cu
structura anului scolar 2011/ 2012 si cu programa scolara
valabild pentru clasele a [X-a cu profil tehnologic care au in
planul de invatamant cate 3 ore pe saptamana.

Constantin Onu.



I. Multimi si elemente de logica matematica.

Temele 1.1.-5.3.
Tema 1.1.
Multimea numerelor reale. Operatii algebrice cu numere reale.
1.Se dau numerele a=...., b=....., c= -....., d= -...., unde vei

pune numere naturale nenule diferite in spatiile libere si
modelul de tabel
N Z Q R\Q

in care vei inscrie cele 4 numere si fiecare dintre rezultatele de
mai jos.

a)Calculeaza a+b, a+c, a-b, atb+c, a+b-c, a+b-(c+d) si scrie
rezultatele in tabel.

b)Calculeaza a'b, a-c, a'(-b), a+b-c, a:(b-c), a-b-c:d si scrie
rezultatele in tabel.

c) Calculeaza cu cel putin o zecimala a:b, b:a, a:c, a:(-b), a:b-c,
a-b:c, a:b-c:d si scrie rezultatele in tabel.

d) Calculeaza cu cel putin o zecimala a2, (a+b)?, a®+c?, (a+c)?,
a‘°’, at , c? si scrie rezultatele in tabel.

e)Calculeaza cu cel putin o zecimala Va, Vb2, \Vc?, Va + b,

\/%, Va-b-a-\b si scrie rezultatele in tabel.

Tema 1.2.
Ordonarea numerelor reale.
1.Se dau numerele m=...., n=....., p= -...., = -...., unde vei

pune numere naturale nenule diferite in spatiile libere.



a)Calculeaza m+2n, p-2q, m+n+p, m+n-(p+q) si reprezinta
numerele obtinute pe o axa reala.

b)Calculeaza m-n, m-p, m+(-q), m+n-p, m-(p-q), M-n-p-q apoi
scrie aceste numere in ordine crescatoare.

c) Calculeaza cu cel putin o zecimalda m:n, m:p, m:n-p,
m:n+p:q apoi scrie aceste numere n ordine descrescatoare.

c) Calculeaza cu cel putin o zecimalda m?, (m+p)%, m®, m™ , p
apoi scrie aceste numere 1n ordine crescatoare.

d)Calculeaza cu cel putin o zecimala

\/ﬁ,\/ﬁ,\/ﬁ,\/m+n,\/%,\/m-n-\/ﬁ-\/ﬁ

apoi scrie aceste numere in ordine descrescatoare.
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Tema 1.3.
Modulul unui numar real.
1.Se dau numerele a=...., b= -....., unde vei pune numere

naturale nenule diferite 1n spatiile libere.

a) Compara |[a+b| cu |a]+|b|.

b) Compara |a-b| cu |a]-|b|.

c¢) Compara |a-b| cu |a]-|b].

d) Compara |a:b| cu |a]:|b|.

e) Compari [a%] cu [af® si 07| cu [bf%

e) Compara |a'1| cu |a|'1.

f) Compari |Va| cu \/m.

g) Gaseste cel putin un numar real € pentru care
la+c|<[al+c].

Tema 2.1.
Aproximari prin lipsa sau prin adaos.
1.Deseneazd un triunghi oarecare ABC si noteaza lungimile
laturilor BC=a, AC=b si AB=c.
a)Masoara lungimile laturilor triunghiului.
b)Deseneaza si masoara inaltimile triunghiului, notate cu h,, hy
sihg.



ahg b-hy .ch¢

c)Calculeaza ST L
d)Calculeaza semiperimetrul
_a+b+c
P=73

si aria triunghiului cu formula

Sapc = \/p(P —a)(p—b)(p—c).
e)Compara rezultatul obtinute la punctul c) cu rezultatele de la
punctul d) si propune o metoda cat mai precisa de calcul a ariei
unui triunghi.

Tema 2.2.
Operatii cu intervale de numere reale.
1.Se dau intervalele 1=(.....;....), J=[....;....), K=(...;to0) si

L=(-c0;...] unde vei scric numere reale diferite in locurile
libere.
a)Reprezenta cele 4 intervale pe axa reala.
b)Determina IUJ, INK, JINLUK.
c)Determina ZNl, card(JNN) si ZN(1WJ).
d)Afla (Zn\ (ZNJ) si (ZNJ) \ (ZN1).
e)Reprezinta grafic produsul cartezian
(ZND)x(ZN).

Tema 2.3.
Evaluare.

|.Se dau numerele rationale a=0,[1 ; b=0,l1(J; ¢=0,01]; d=

unde vei scrie cifre diferite in locurile libere. Fara a folo
calculatorul, calculeaza:

1.a+b

2. a-C

3.¢c-b

4. a+d

5. 2a-5b

ul | N
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6. Cat este suma dintre cel mai mare si cel mai mic dintre
numerele date ?

7.ac

8.bd

9.bd

I1.Se dau numerele p=... si g= - ....., unde in locurile libere vei
scrie numere reale nenule diferite. Fara a folosi calculatorul,
calculeaza:

7. \/5 (cu cel putin doua zecimale)

6P T~ (7 + V)

9.Vp? +q2 + 2pq — \/p? + q* - 2pq

Tema 3.1.

Propozitie. Predicat.
1. Se dau predicatele definite pe Z astfel: p(x): ”....x+1 este

I 9 A .
— €Z” in care vel pune numere

naturale nenule diferite in locurile libere.

a) Scrie propozitiile p(1) si (2), apoi precizeaza valoarea de
adevar pentru fiecare.

b)Completeaza tabelul urmator cu A daca propozitiile sunt
adevarate sau cu F daca sunt false, pentru valorile date ale lui
X.

numar prim” si q(x):"

p(x) ae) h(Xx) pPX)AAX) | px)va(x) | px)—a(x)

O|W|kF|Xx




C)Verificati dacd existd o valoare a lui X pentru care
predicatele p(x) si p(x) sa fie adevarate si exprimati concluzia
sub forma unei propozitii logice.

Tema 3.2.
Cuantificatori.

1.Se dau predicatele p(x): ”....x%...x+...=0 , xeR” si q(X):
»---X< 10+..., XeR” in care vei pune numere naturale nenule
diferite in locurile libere.

a) Scrie propozitiile p(1) si q(2), apoi precizeaza valoarea de
adevar pentru fiecare.

b)Determind multimile pe care sunt adevarate cele doua
predicate.

C)Verifica daca sunt adevarate predicatele (VX)p(x), (Ix)q(X),

(%) la(x), (3%) Ip(x), (V%) (P(x)va(x)):

Tema 3.3.

Operatii logice elementare (negatie, conjunctie disjunctie,
implicatie, echivalenta), corelate cu operatiile si relatiile cu multimi.
1.Se dau multimile de numere A={..;...;...;..;...} sl
B={...;...;...5...;...5...} In care vei pune numere intregi in
locurile libere si predicatele p(x): ,,xeA " si q(X): ,,xeB".
a)Comparati multimea de adevar a predicatului p(x)Ag(x) cu
multimea ANB.

b) Comparati multimea de adevar a predicatului p(x)vq(x) cu
multimea AUB.

c) Comparati multimea de adeviar a predicatului p(x)A lg(x) cu
multimea A\B.

d) Comparati multimea de adevar a predicatului |p(x)A lg(x) cu
multimea N\(AUB).

Tema4.l.

Exercitii cu operatii logice elementare.



1.Se dau predicatele p(x): ”|...x-...|<...., XeR” si q(X): ,,...-
X2 > -..., xeR” in care vei pune numere naturale nenule
diferite in locurile libere.

a)Gaseste o valoare a lui X pentru a arata ca propozitia X, p(X)
este adevarata.

b)Gaseste o valoare a lui X pentru a arata ca propozitia VX, q(X)
este falsa.

c)Da doua wvalori lui X, scrie propozitiile obtinute din
predicatele date si completeaza tabelul urmator cu A pentru
propozitiile adevarate si cu F pentru cele false.

X Predicatul p(x) Predicatul q(x)
propozitia AlF propozitia AlF
Tema4.2.
Complementara, intersectie, reuniune, incluziune, egalitate.
1.Se dau multimile A,={n; ...n+...; ...n2+...; ...n2+...n} in care

vei pune numere naturale nenule diferite 1n locurile libere.
a)Determina elementele multimilor Ao, Az si Ay.

b)Aﬂﬁ AoUAl, AoﬁAl, AoU(AlﬂAz).

c)Demonstreaza ca multimea Cn(AgUAL...UAg} este nevida.
d)Demonstreaza ca propozitia ,,JieN, JjeN, i), incat AicA;”
este falsa.

Tema 4.3.

Evaluare.
1.Se da propozitia p: ,,...<... ” si predicatele q(X): ,,...-...x>...”
si r(x): ,,...x-...<... ,, cu XeR, in care vei pune numere

naturale nenule diferite 1n locurile libere.
Afla valoarea de adevar (A sau F) pentru fiecare dintre
propozitiile urmatoare:
10




1) lp

2) 19(2)

3)  1r(0)
4)  pva(d)
5 r(3)ap
6) p—q(0)

7)) r@vlq-1)
8) 3Ix, r(x)Aq(x)
9) | VX, pvaX)vr(x)

Temab5.1.
Rationament prin reducere la absurd.
1.Fie numarul n=...... (in locul liber scrie un numar natural

mai mare decat 20).

a)Calculeaza suma primelor n numere naturale impare
S=1+3+5+....+2n-1).

b)Demonstreaza prin reducere la absurd propozitia : ,,Daca
suma a n numere naturale impare oarecare este S-2 atunci sa se
arate ca cel putin doud dintre ele sunt egale”, in care valorile
pentru n si S sunt cele de la punctul a).

2.Existd un numar natural n care impartitlai=....... da restul
r=.... si impartit la j=....... da restul r=.....? (vei scrie in
spatiile libere numere naturale diferite mai mari decat 15 astfel
incat i>11 §i j>17).

Tema5.2.
Inductia matematica.
1.Se da numarul ¢ = 1+Tﬁ si un dreptunghi ABCD cu latimea

BC=a=....cm., (unde vei pune un numar in locul liber astfel
incat dreptunghiul sd poata fi desenat pe caiet) si cu lungimea
AB=b=a-¢.

a)Calculeaza b si deseneaza cat mai exact dreptunghiul ABCD.

11



b)imparte dreptunghiul ABCD intr-un patrat AEFD si un
dreptunghi EBCF. Masoara laturile noului dreptunghi EBCF, si
noteaza latimea lui EB=a; si lungimea acestuia, BC=b;.

< by . - o
Calculeaza raportul a—1 si compara valoarea obtinuta cu valoarea
1

raportului g.

C)Repeta operatiile de la punctul b) impartind dreptunghiul
EBCF intr-un nou patrat si un nou dreptunghi cu laturile a; si
b,. Calculeaza raportul s—z si compara-| cu Z.

d)Presupunand ca repetam impartirile dreptunghiurilor, ca mai

o . < . b
sus, de un numar de n ori, neN, sd se demonstreze ca a—" =
2 B n
a P

Tema 5.3.
Evaluare.

X . . .
€Z”, definit pe Z, unde vei scrie

1.Se da predicatul p(x): ,, —
numere naturale nenule diferite in spatiile libere.

a)Verifica daca propozitia p(1) este adevarata.

b)Gaseste doua valori diferite, a si b, daca exista, pentru care
p(a)vp(b) este adevarata.

c)Gaseste doua valori diferite, C si d, daca exista, pentru care
p(a)Ap(c) este falsa.

d)Gaseste doua valori diferite, € si f, daca exista, pentru care
p(e)—p(f) este adevarata.

e)Giaseste geZ , daca existd, pentru care p(g)v Ip(h) este
adevarata pentru VheZ.

f)Verifica daca p(-2)Ap(-1) este falsa.

g)Demonstreaza daca 3x, p(X) este adevarata.

h)Demonstreaza daca VX, p(x) este adevirata.

i)Demonstreaza daca p(n)Ap(n+1) este falsa pentru orice neN.
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Rezolvarile temelor 1.1.-5.3.

Rezolvarea temei 1.1.
Multimea numerelor reale. Operatii algebrice cu numere reale.
1.Fie, de exemplu, numerele a=2, b=7, c= -4, d= -6.

N Z Q R\Q

a+b=9 a+c=-2 a:h=0,28.. Vva = 1,41.
atb+c=5 a-h=-5 b:a=3,5 a
at+b-c=15 a-c=-8 a.c=-0,5
a+b-(a+b)=19 a-(-h)=-14 a:(-b)=-0,28..
a-h=14 atb-c=-26 a:b-c=-1,14..
a-(b-c)=22 a-b-c-d=-10 a-b:c=-3,5
a’=4 a:b-c:d=-0,38...
(a+b)*=81 a'=1:2=05
(a+c)’=4 c°=-0,0625
a’=8
Vb2=7
Ve2=4

va+b =3
Va - b-va - b =0

a)Obtinem: a+b=2+7=9eN, a+c=2-4=-2eZ , a-b=2-7=-5eZ,
a+b+c=2+7-4=5eN , a+b-c=2+7+6=15eN, a+b-
(c+d)=9+10=19&N.

b)Efectudnd inmultirile obtinem: a-b=2-7=14, a-c=2-(-4)=-8¢Z, a-(-
b)=2:(-7)=-14€Z, a+b-c=2+7-(-4)=2-28=-26cZ, a:(b-c)= 2:(7+4)=
2:11=22eN, a-b-c:d=2-7-(-4)-(-6)=14-24=-10 Z.

c) Calculand cu cel putin o zecimala obtinem a:b=2:7=0,1..€Q,
b:a=7:2=5,3€Q, a:c=2:(-4)=-0,5€Q, a:(-b)=2:(-7)= -0,1.., a:b-c=-
1,14..€Q, a-b:c=-3,5€Q, a:b-c:d = -0,38...€Q.

d)Avem: a?=2%=2-2=4¢N, (a+b)*=(2+7)*=9%=81eN
a’+c’=4+16=20, (a+c)’=(2-4)’=(-2)=4eN, a’=2°=8eN, a
1=1:2=0,5€Q, ¢?=1:(-4)?*=1:(-16)=-0,0625€Q.
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e)Gasim: Va = V2 = 1,41..eR\Q, Vb2 =|p|=7eN, Vc2 =|-4]=4¢N,

— — a_ |Z2_ _
Va+b=+/9=3 eN, \/;—\/;—1/0,2857..—0,53.. cR\Q,
Va - b-va - Vb =0eN, deoarece Va - b=va - Vb .

Rezolvarea temei 1.2.
Ordonarea numerelor reale.
1.Fie m=5, n=3, p=-4, q=-7.
a)Calculam m+2n=5+6=11, p-2q=-4+14=10, m+n+p=5+3-4=4, m+n-
(p+q)=5+3+11=19 si reprezentam numerele obtinute pe o axa reala,

alegand convenabil unitatea de masura:

I S Iy I A A
Tttt rt11T 1T 1T 1T 17T 1T/

| |
[ |
0 4 10 11
19
b)Calculam m-n=15, m-p=-20, m-(-q)=35, m+n-p=5+3-(-4)=5-12=-7,
m-(p-q)=5-(-4+7)=5-3=15,  m-n-p-g=5-3-(-4):(-7)=15-28=13.  In
ordine crescatoare avem: -20; -7; 13; 15; 15; 35.
c) Calculam m:n=5:3=1,(6), m:p=5:(-4)=-1,25, m:n-p=1,66-(-4)=-
6,(6), mn+p:q=5:3+(-4):(-7)=7,238... si ordonez descrescitor:
7,238...;1,(6); -1,25;-6,(6).
€) Obtinem m’=5°=25; (m+p)°=(5-4)*=1°=1; m’=5°=125; m
1=1:5=0,2 ; p?=1:(-4)’=1:16=0,0625, care se ordoneazi crescitor
astfel: 0,0625; 0,2; 1; 25;125.

d)Se obtine: vm =+/5 =223 ; VnZ =[3]=3, /p2 =|-4|=4,
ST = VB = 2,828, \/%:\/5:1,29, VAR - iR =0
deoarece vm - n=v/m - v/n. In ordine descrescatoare obtinem: /p? =
4; Vn? = 3; m ¥ n = 2,828; Vm = 2,23; \/%:1,29; Vm-n-
Vm - Vn=0

|L
I‘V

Rezolvarea temei 1.3.
Modulul unui numar real.
1.Fie numerele a=7, b=-12.
a) |a+b|=|7-12|=|-5|=5, |a|+|b|=|7|+|-12|=7+12=19, deci|a+b]|<|a|+|b].
b) |a-b| =|7+12|=|19]=19, |a|-|b|=|7|-|-12|=7-12=-5, deci |a-b|>|a]-|b].
¢) [a-b|=|7-(-12)|=|-84|=84, |a||b|=|7|:|- 12|=7-12=84, deci |a-b|=[a]|b].
14



d) [|a:ib|=|7:(-12)=|-(7:12)|=7:12, [al:|b|=|7]:[-12|=7:12,  deci
|a:b|=|al:|b].
e) [a’=]49| cu |a*=7°=49 deci |a’/=|a]’. Asemanitor, |0’|=|(-12)’|=144
si [b[*=12°=144 deci |b%=|o[~
?)Avelm lat}=[1:7|=1:7 deoarece 1:7>0 si |a|'=7"=1:7, deci |a
=lal™.
f) Deoarecev7>0 avem |V7| =7, iar \/|7|=V7 deci |Va| = /|al.
g) Pentru oricare valoare reala negativa, c<0, avem |a+c|<|a]+|c|, de
exemplu pentru c=-2, |[7-2|<|7|+|-2|.
Rezolvarea temei 2.1.

Aproximari prin lipsa sau prin adaos.

1.Fie triunghiul ABC.
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a)Masurand cu rigla lungimile laturilor acestui triunghi se gaseste
BQ=a=6,7 cm., AC=b=9,8 cm. si AB=c=10,5cm.

b)Indltimile triunghiului, masurate cu rigla au valorile h;=9,6 cm, hy
=6,5 cmsi h, =6,1 cm.

c)Obtinem prin calcul aTh“ = @ = 642£ =32,16 cm 2, % =
31,85cm’ 5i =¢=32,03 cm”.

d)Semiperimetrul va fi

a+b+c 67+98+105 27
p= > = 5 :7=13,5cm.

Aria triunghiului se calculeaza cu formula

Sasc =P —a)(p—b)(p—c) =/135-6,8-3,7-3.
Se obtine S5 = v/1018,98 = 31,92cm?
e)Comparand rezultatul obtinute la a) cu rezultatele de la c)
observam ca s-au obtinut valori destul de apropiate, ceea ce era de
asteptat deoarece toate reprezintd aria triunghiului. Rezultatul cel mai
apropiat de realitate este cel care contine mai putine valori masurate,
deoarece masurarea este principala sursa de erori.

Valoarea cea mai buna a ariei este media aritmetica a celor
32,16+31,85+32,03

trei valori de la punctul ¢) si anume A = 5 adica
A=32,01 cm’.
Rezolvarea temei 2.2.
Operatii cu intervale de numere reale.

1.Fie intervalele I=(-5; 3), J=[1; 6.), K=(2; +o0) si L=(-00; -1].
a)Pe axa reala intervalele se reprezinta astfel:

| | | | | | | | | | | | | | | | [ I S

[ | [ [ [ [ | [ [ [ | | [ | | 11T
-0 5 101 2 3 6) o0

b) 1LJ=(-5; 6), INK=(2; 3), INLUK={2; +o0)=K.

¢)Numerele intregi din | formeazd multimea ZnI={-4; -3; -2; -1; 0;
1;2}, numerele naturale din J sunt JAN={1; 2; 3; 4; 5}. Multimea
JNN are 5 elemente deci card(JNN)=5. Avem si ZN(ILJ)= {-4; -3; -
2;...54; 5},
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d)Numerele intregi din | care nu sunt si in J formeaza multimea
(ZAD\ (ZNI)={-4; -3; -2; -1, 0}. Asemanator avem (ZNJ) \
(Zn)={3; 4, 5}.

e)Produsul cartezian IxJ este multimea formatd din perechile de
numere reale cu primul element din I si al doilea din J. Daca vom
conveni sd reprezentdm perechile de numere ca puncte din plan vom
obtine:

AL

v

Rezolvarea temei 2.3.
Evaluare.

|.Fie numerele a=0,7; b=0,637; ¢=0,43; d== . Obtinem:

. 2a-5b=2-0,7-5-0,637=1,4-3,185= -1,785.

. Suma dintre cel mai mare si cel mai mic dintre numerele date este
b-d=0,637+0,4=1,037.

7.a-=0,7-0,43=0,301.

8. b-d=0,637-0,4=0,2548.

9. b:d=0,637:0,4=6,37:4=1,4925.

1. a+b=0,7+0,637=1,337.

2. a-c=0,70-0,43=0,27.

3. ¢-h=0,430-0,637= -0,207.

4. a+d=0,7+0,4=1,1 sau a+d=— + Z_7+ 1
10 5 10 10

5

6

I1.Fie numerele p=8 si q= -5.
1. 2:p-¢=2:8-(-5)= -0,25-5=-1,25.
2. p°=8?=64.
17



3. g°=(-5)%= -125.

4. p'=81=1:8=0,125.

5. p?=8?=1:64=0,015625.

6. p:0-q:p=8:(-5)-(-5):8= -1,6+0,625= -0,975.

7. \/5:2,828. .. (cu cel putin doud zecimale)

8./p% + q% — (\Jp? + Jq?) =64 + 25 — (|8] + |-5])=V/89 — 13
= 9,43-13= -3,57

9.  Jp*P+a?+2pq-p*+q¢*-2pq = J@+q?-
V(@ — 9)?*=Ip+d|-Ip-q|=[8-5|-|8+5[=3-13= -10.

Rezolvarea temei 3.1.
Propozitie. Predicat.
1. Fie predicatele definite pe Z astfel: p(x): "4-x+1 este numar prim”

siq(x):"——eZ”
a) p(1): ,,4 1+1 este numar prim care este evident adevarata.

q(2):" 3272 77 adica q(2):"-eZ” deci q(2) este falsa.
b)Pentru X—l se obtin propozmlle p(1): ,,5 este numar prim”; q(1):
,,% € Z”; Ip(1): ,,5 nu este numar prim”; p(1)Aq(1): ,, 5 este numar
prim si %EZ”; p(1)va(l): ,, 5 este numar prim sau %E Z7
p(1)—>q(1): ,,5 nu este numar prim sau %E Z”. Valorile de adevar
vor fi scrise pe primul rand din tabel.
Pentru x=2 se obtin propozitiile: p(2): ,,9 este numar prim”; q(2):
,,% € Z”; Ip(1): ,,5 nu este numar prim”; p(1)Aq(1): ,, 5 este numar
prim si %EZ”; p(2)va(2): ,, 9 este numar prim sau %E Z7;
pP(2)—>q(2): ,,9 nu este numar prim sau %E Z”. Valorile de adevar

vor fi scrise pe al doilea rand din tabel.
Asemanator, pentru X=0 se obtin propozitiile: p(0): ,,1 este numar

prim”; q(0): ,,—% €Z”, —|p(0): ,,1 nu este numar prim”; p(1)Aq(1): ,, 1
este numar prim si —§ € Z”; p(0)vq(0): ,, 1 este numar prim sau
—§ € Z7; p(0)—q(0): ,,1 nu este numar prim sau —% € Z”. Valorile
de adevir vor fi scrise pe ultimul rand din tabel.
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X pX) | q(x) o) | p)AGX) | peIvar) | p(x)—q(x)
1 A F F F A F
3 F F A F F A
0 A F F F A F

¢)Primele numere naturale x pentru care 4x+1 este numar prim sunt :
0; 1, 3; 4; 7; 8. Din predicatul q(x) se obtine % eZ&
B8R 7 @ M7 & 3-20eZ @ xabe{t 1 42, +4;
15; +10; +20}¢> xe{+ 1-6; +2-6; +4-6; +5-6; +10-6; +20-6}.
Rezulta ca pentru X=4, de exemplu avem p(4): ,,17 este numar prim”
. 13-4-2

st Q) =

PO)AA(X).

€Z” care sunt propozitii adevarate. Deci 3X,

Rezolvarea temei 3.2.
Cuantificatori.

1.Fie predicatele p(x): ”3:x°-5x+2=0 , xeR” si q(x): 6x< 10+5,
xeR”.
a) p(1): 3:1% -5-142=0" adica p(1): ,,3-5+2=0" este adevirati si
g(2): ,,12<15” este adevarata.
b)Ecuatia 3x*-5x+2=0 are A=(-5)>-4-3-2, adica A=1 deci are doui
solutii reale: x; , = %T, X;=1 si X,= 2, deci din predicatul p(x)
se vor obtine propozitii adevarate pentru Xe{1; % }.

Inecuatia 6x<15 are solutiile reale X<1?5 , adica X<§, sau xe(-
00; g) . Multimea de adevar a predicatului (x) va fi deci xe (-oo; g) .
c)Daca vom alege un numar real oarecare diferit de 1 si de %, de
exemplu x=2, atunci propozitia p(2) este falsa, deci (VX)p(X) este
falsa. Am dovedit la punctul b) ca, de exemplu, propozitia q(0) este
adeviratd, deci (IX)q(X) este adeviratd si rezultd imediat si ca, de
exemplu, 1q(0) va fi falsd deci nu este adevirata afirmatia (V) lg(x).
Deoarece, de exemplu, p(2) este falsi rezultd ca (3x) Ip(x) este

adevdrata.
Observatie.
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Propozitia (3X) Ip(x) care este adevirati este negatia
propozitiei (¥X)p(X) care este falsd. Asemanator, (¥X) lq(x) care este
falsa reprezinta negatia propozitiei (3X)q(x) care este adevarata.

Daca reunim multimile de adevar ale celor doud predicate
constatam ca R\({0; 1; 2} (-o0; g));t@ , deci (Vx) (p(x)vq(x)) este
falsa.

Rezolvarea temei 3.3.

Operatii logice elementare (negatie, conjunctie disjunctie,
implicatie, echivalenta), corelate cu operatiile si relatiile cu multimi.
1.Fie multimile A={-3; 0; 1; 4; 5} si B={-3; -1; 2; 4; 6; 7} si
predicatele p(x): xeA si q(x): xeB.
a)Multimea de adevar a predicatului p(x) este A, iar cea a
predicatului g(x) este B. Rezulta ca p(x)Aq(X) are ca valori de adevar
elementele care sunt si din A si din B adicd din multimea ANB={-3;
0; 1; 4; 5}n{-3; -1; 2; 4; 6; 7}, deci din multimea AnB={-3; 4}.

b) Rationdnd asemanator ca la raspunsul precedent, multimea de
adevar a predicatului p(x)vq(x) este formatd din elementele care sunt
fie in A, fie in B deci vor fi din multimea AUB={-3; 0; 1, 4; 5} W{-
3;-1;2;4; 6,7}, adica din AuB={-3; 0; 1; 4; 5; -1, 2; 6; 7}.

C) Multimea de adevar a predicatului PO lg(x) este formatd din
elementele care apartin multimii A si nu apartin i multimii B, deci
vor fi cele din multimea A\B={-3; 0; 1; 4; 5} \{-3; -1; 2; 4, 6; 7},
adica din A\B={ 0; 1; 5}.

d) Multimea de adevar a predicatului |p(x) este Z\A, iar pentru lq(x)
este Z\B. Rezultd ci multimea de adevar a predicatului  [p(x)A Iq(x)
este formatd din elementele comune a celor doud multimi adica
(2\A)"( Z\B) care coincide cu multimea Z\(AUB).

Rezolvarea temei 4.1.
Exercitii cu operatii logice elementare.
1.Fie predicatele p(x): "|5x-8/<7 , xeR” si q(x): ,,6-3x* > -10, XxeR”.
5 -8<7,5x-8>0

a)Inecuatia |5x-8|<7 se poate scrie astfel {—Sx +8<75¢—8<0
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sau , Sau

8 8
adica {5x<15 5x > 8 x<3, x> xe(5,3)
sr<-1, 5r<8 | ol L8

1
xXe ( —00, g)
Avem doua intervale a caror reuniune reprezintd multimea solutiilor
inecuatiei date. Multimea (—oo, é) U (g, 3) reprezintd multimea de
adevar a predicatului p(x). Aceasta multime fiind nevida rezulta ca
propozitia 3X, p(X) este adevarata, o valoare ca exemplu fiind oricare
element al multimii de adevar, de exemplu, x=2, deoarece p(2) este 0
propozitie adevarata.

b)Inecuatia 6-3x* > -10 este echivalenti cu -3x* > -16, adicd 3x* < 16

. 16 . 16 16
si X < - Care se poate scrie sub forma xe(— /—, /—) sau

xe(— i— i) Pentru valori in afara acestui interval din predicatul

q(x) se ob‘;m propozitii false, cum ar fi, de exemplu g(5). Rezulta ca
propozitia VX, q(x) este falsa.

c)De exemplu, pentru x=1 se obtine p(1): |5-1-8|<7, adica |-3|<7
care este evident adevarata deoarece 3<7. Asemanator, g(1): 6-3-1>-
10, adica 3> -10, care este adevarata.

Daca luam alta valoare, de exemplu x= -3 obtinem p(-3): |5-(-3)-
8|<7, adica |-23|<7, care inseamna 23< 7 si evident ca este falsa, iar
g(-3): 6-3(-3)> - 10, adica 9+9> -10, sau 18> -10 care este adevarata.
Aceste rezultate se sintetizeaza in tabelul urmator:

« Predicatul p(x) Predicatul q(x)
propozitia AIF propozitia A/F

1 3<7 A 3>-10 A

-3 23<7 F 18>-10 A

Rezolvarea temei 4.2.
Complementara, intersectie, reuniune, incluziune, egalitate.

1.Fie multimile A,={n; 5n+3; 7n°+1; 2n*+6n}.
a)Dand valori lui n obtinem multimile A;={0; 3; 1), A; ={I; 8} si
A,={2; 13; 29; 20}.
b) AouA1={O, 1;3; 8}, AoﬁAlz{l}, AOU(AlmAZ): Ao u@={0, 3; 1}
C)Cn(AgUALU...UAg} reprezintd multimea formatd din numerele
naturale care nu apartin reuniunii celor 10 multimi date. Multimea
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AgUALU. .. UAg contine cel mult 40 de elemente, iar N are o infinitate
de elemente, deci Cn(AgwAL... WA} va contine o infinitate de
elemente.

d)Daca observam, de exemplu, ca multimile A; si A;nu au elemente
comune, rezultd cd in cazul dat avem AjNA; =, deci propozitia p:
»31eN, JjeN, i#j, incat AMA=” este adevaratd pentru i=1 si j=2.

Asemanator, Daca observam, de exemplu, cd multimile Ag si
A; au un element comun, rezulti ca in cazul acesta avem A;NA,
={1}#J, deci propozitia Q: ,,3acN, IbeN, a#b, incat A,NA=I”
este adevarata.

Observatii.

Dacé am fi ales alte numere initiale pe care sd le punem in
spatiile libere, atunci trebuiau cdutate eventual alte perechi de
multimi pentru care sa determinam intersectiile.

Cum se scrie demonstratia cd cele doud propozitii sunt
adevarate indiferent care sunt coeficientii stabiliti 1n forma
multimilor A,?

Rezolvarea temei 4.3.
Evaluare.

1.Fie propozitia p: ,,7<2 ”. Fie predicatele q(x): ,,5-8x>9 si r(X):
,»3X-2<7,, cu XeR.
1) p este evident falsad deci negatia ei, —‘p este adevarata.
2) 9(2): ,, 5-8:2>9” inseamna ,,5-16>9” adicid ,, -11>9” care este
falsa.
3) r(0): ,, 3-0-2<7” va fi ,, -2<7” care este adeviratd, deci Ir(0) este
falsa.
4) p este falsa si q(1) : ,,5-8>9” este o propozitie falsa, deci pv q(1)
este falsa.
5)Observam ca p este falsd, deci r(3) si p nu sunt amandoua
adevarate, deci  r(3)Ap este falsa.
6)Avem q(0): ,,5-8:0>9” , adica 5>9 care este falsd. p—q(0)
inseamna |pvq(0). Dar |p este adevarati deci |pvq(0) este adevarati
adica p—q(0) este adevirata.
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7)Avem r(4): ,,3-4-2<7”, adica ,,10<7” care este falsa si q(-1): ,,5-8(-
1)>9” , adica,, 5+8>9” adevarata deci —|q(-1) va fi falsa. Rezulta ca
r(4)v | q(-1) este falsa.
8) Multimea de adevar a predicatului r(x) se obtine rezolvand
inecuatia 3x-2<7, adicd 3x<9, din care se obtine X<3 sau xe(-;3).
Asemanator, rezolvand inecuatia 5-8x>9 obtinem -8x>4, adica 2x<-1,
sau X<—% care se mai scrie si ca interval xe(-oo; - i) si aceasta este
multimea de adevar a predicatului ¢(x). Elementele comune ale celor
douad intervale, adica (-00;3) (-o0; - %) , care este (-oo; - %) reprezinta
multimea de adevdr a predicatului  r(X)A q(x) . Aceastd multime
fiind nevida rezulta ca propozitia 3X,  r(x)A q(x) este
adevarata.
9)Propozitia p este falsa. Multimea de adevar a predicatului q(x) este
(-o0; - %) , iar a predicatului r(x) este (-o0;3). Rezultd ca multimea de
adevar a predicatului g(x)v r(x) este  (-oo; -%)u (-0;3) adica
intervalul (-o0;3), iar pentru valori ale lui x din afara acestui interval,
din predicatul pv g(X)v r(x) se vor obtine propozitii false, deci
propozitia VX, pv q(X)v r(x) este falsa.

Valorile de adevar obtinute pentru fiecare dintre propozitiile
date sunt trecute in urmatorul tabel:

1) | lp A
2) 192 F
3  Ir0) F
4) pvad) F
5) r(3)Ap F
6) _ p—q(0) A
7 r(@)vlg-1) F
8) 3Ix, r(x)Aq(x) A
9) VX, pv XNV r(x) F

Rezolvarea temei 5.1.
Rationament prin reducere la absurd.
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1.Fie numarul n= 100.

a)Suma primilor 100 numere naturale impare va fi
S=1+3+5+....+199, adica S=(1+199)-50, S=200-50, deci S=10000.
b)Propozitia obtinuta este : ,,Suma a 100 numere naturale impare
este 9998. Sa se arate ca cel putin doud dintre ele sunt egale”.

Contrazicand ipoteza, sa presupunem prin absurd ca exista
100 de numere naturale nenule impare toate diferite a caror suma sa
fie 9998. Primele 100 de numere impare diferite, cele mai mici, au
suma S=10000, deci mai mult decat 9998. Rezultd ca presupunerea
facuta este falsd si ca numerele impare cautate a caror suma sa fie
9998 nu pot fi toate diferite adica cel putin doud dintre ele trebuie sa
fie egale.
2.Fie numerele i =38, r; =19, j=57 si r,= 17. Ne intrebam daca:
,,EXistd un numar natural n care impartit la i =38 da restul r; =19 si
impartit la j=57 da restul r,=17?”

Presupunem prin absurd ca existd un numdr natural n care
impartit la 38 sa dea restul 19 si impartit la 57 sa dea restul 17.
Conform teoremei impartirii cu rest avem : n=38a+19 si n=57b+17.
Deci 38a+19=57b+17 si 19(2a+1-3b)=17. Din aceasta relatie
rezulta ca 17 se imparte exact la 19, ceea ce este absurd. Deducem ca
presupunerea facutd este falsa si deci afirmatia din enunt este
adevarata.

Rezolvarea temei 5.2.
Inductia matematica.

< S < 1+v5 . . 1+2,236
1.Calculam cu aproximatie numarul ¢ = — s obtin g=———

=1,618 apoi alegem latimea dreptunghiului ABCD, de exemplu,
BC=a=5cm.,

a)Obtinem  prin  calcul lungimea dreptunghiului  ABCD,
AB=b=a-¢=5-1,618=8,1cm.
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a=5cm.

b=8,1cm. B

b)impartim dreptunghiul ABCD intr-un patrat AEFD si un
dreptunghi EBCF.

b,=5 cm.

Masuram laturile noului dreptunghi EBCF, si notam latimea
lui EB=a;=3,1 cm. si lungimea acestuia, BC=b;=5 c¢m. Calculand

b - - . - - s
raportul a—1 =1,613 constatam ca valoarea obtinuta este apropiata de
1

valoarea raportului 351,618.
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C)Repetam operatiile de la punctul b) impartind dreptunghiul EBCF
intr-un nou patrat si un nou dreptunghi cu laturile a; si b,.

D C
a,=1,9 cm.
G b2=3,1 H
cm
A B

E
Raportul Z—Z =1,631 are valoarea apropiatad de cea a raportului g.
2

d)Demonstrez prin inductie ca Z—" = ¢, VneN, unde a, si b, sunt

n
laturile dreptunghiului obtinut dupa n operatii efectuate ca la

punctele a), b) si c).

. . b a
Avem by=a, a;=b-a si b=a-¢ deci a;=a(¢-1). Rezultda —+ = =
) 1 1 $ 2 1 ((0- ) a, a(p—1)
=t
s . . _1+/5 . i1 2
Inlocuind valoarea lui ¢ = S se obtine par v A
2

adica prin rationalizare,
by _ 2(¥5+1) _
a, T o5-1
Presupunénd ca proprietatea este adevaratd pentru un numar
. .b . . .
natural k adlcaa—k = ¢, care se scrie sub forma b.=a,¢, voi dovedi
k
ca este adevarata si pentru succesorul acestuia adica pentru k+1:

b ) y ) . b
1 — . Tinem cont ci byi=a, i Awi=be-ay, se obtine L =

Ak+1 b Ak+1
a n . a 1 .
X in care b=a,¢. Deci = =—k = - =y Rezulti ci
br-ag ag+1  agrp—ar  1-¢
egalitatea datd este adevaratd pentru orice neN.
Observatie.
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Numarul ¢ = %ﬁ este cunoscut sub numele de numarul de
aur, iar lungimi a cdror raport are aceastd valoare se Intilnesc
frecvent Tn natura, in arhitectura, in picturd, sculptura, muzica, etc. si
sunt denumite ,taieturda de aur”, sau ,taietura divind”, fiind
considerate ,,un raport armonios”.
(http://ro.wikipedia.org/wiki/Sec%C8%9Biunea_de_aur)

Rezolvarea temei 5.3.
Evaluare.

. . S5x—
1.Fie predicatul p(x): ,,:T;eZ”, unde X €Z.
. . . 5-3 <
a)Inlocuind, se obtine p(1): ,,EEZ” este falsa.
b)Printre valorile de adevar ale predicatului p(X) se afli numerele
. . . .. 5x- .
intregi X pentru care numitorul fractiei ;T: , adica x+7 este egal cu

1 sau este egal cu -1. In primul caz, x= -6, iar in al doilea caz, X= -
8. Deci p(-6) este adevarata. Rezulta cd, de exemplu, p(1)vp(-6) este
adevdrata.

C)Multimea de adevar a predicatului p(x) este formata din valorile lui

5x—4 . . 5x+35-35-3 5(x+7)—38
XeZ pentru care x—eZ, adlca,x—ez, sau 5(x+7)-38 ez,
x+7 x+7 x+7

38 A . 38 e ey
sau 5 ———eZ, care inseamna ——e<Z. Divizorii lui 38 sunt +1, +2,
x+7 x+7

+19 si £38. Valorile lui x pentru care x+7 este unul dintre acesti
divizori, adicd (x+7)e{ +1; £2; +19; +£38} sunt xe{-6; -8; -5; -9; 12;
-26; 31, -45}. Din predicatul dat se obtin propozitii false daca x va
avea alte valori decét cele din multimea de adevar, de exemplu c=1 si
d=2. Atunci p(1)Ap(2) este falsa deoarece cel putin una dintre cele
doua propozitii este falsa.

d) p(e)—p(f) se poate scrie ca Ip(e)vp(f) care va fi adevarati daca
cel putin una dintre propozitiile Ip(e), respectiv p(f) este adevarata.
De exemplu, dacad e=1, atunci p(1) este falsa, —|p(1) este adevdrata si
Ip(e)vp(f) care va fi adeviratd indiferent cét ar fi fe Z.

e)Se observa p(g)v Ip(h) este aceeasi propozitie ca la punctul d) dar
se cere si fie adevarata pentru orice valori ale lui h, deci p(g) trebuie
sd fie adevaratd. Rezulta ca g trebuie s fie un element al multimii de
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adevir a predicatului p(x) adicd ge{-6; -8; -5; -9; 12; -26; 31; -45},
de exemplu g=-6.

f) p(-2) este falsa deoarece -2 nu apartine multimii de adevar a
predicatului p(x) si rezulta cd p(-2)Ap(-1) este falsa.

g)Deoarece multimea de adevar a lui p(x) este nevida rezultd ca 3x,
pP(X).

h) lp(x) va fi propozitie falsd numai cand xe{-6; -8; -5; -9; 12; -26;
31;-45}, deci propozitia VX, Ip(x) este falsa.

i) In multimea de adevar a predicatului p(x) , {-6; -8; -5; -9; 12; -26;
31; -45} nu se gasesc douda numere naturale succesive n si n+1, deci
p(n) si p(n+1) nu pot fi simultan adevarate. Rezulta ca p(n)Ap(n+1)
este falsa pentru orice neN.
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